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Résumé. We interpret the Artin-Rees lemma and the Izumi theorem in term 
of Artin fonction and we obtain a stable version of the Artin-Rees lemma. We 
présent différent applications of thèse interprétations. First we show that the 
Artin function of X1X2 — X3X4, as a polynomial in the ring of power séries 
in more than three variables, is not bounded by an affine function. Then we 
prove that the Artin functions of a class of polynomials are bounded by affine 
functions and we use this to compute approximated intégral closures of ideals. 



1. Introduction 

Nous rappelons quelques résultats d'approximation, mais nous donnons tout 
d'abord la définition suivante : 

Définition 1.1. Nous appellerons couple (A, 3) la donnée d'un anneau commutatif 
unitaire A et d'un idéal 3 de A. Nous dirons que le couple (A, 3) est ncethérien (resp. 
local, complet, réduit, intègre) si l'anneau A est ncethérien (resp. local, complet, 
réduit, intègre). 

Nous pouvons alors définir les propriétés d'approximation et d'approximation 
forte : 

Définition 1.2. Soit (A, 3) un couple ncethérien et A le complété de A pour 
la topologie 3-adique. Nous dirons que (A, 3) vérifie la propriété d'approximation 
(PA) (resp. vérifie la propriété d'approximation pour /) si pour tout système d'équa- 
tions polynomiales noté f{X) = à coefficients dans A (resp. si pour le système 
d'équations polynomiales noté f{X) — à coefficients dans A), pour toute solution 
îeiet pour tout i € N, il existe une solution x dans A de ce système qui vérifie 
Xj = Xj mod3 z+1 pour tout j. 

Dans le cas où A est local et 3 est son idéal maximal, nous dirons que A a la 
propriété d'approximation. 

Définition 1.3. Soit (^4, 3) un couple ncethérien. Nous dirons que (A, 3) vérifie 
la propriété d'approximation forte (PAF) si pour tout système d'équations polyno- 
miales noté f{X) = à coefficients dans A, il existe une fonction à valeurs entières 
/3 avec la propriété suivante. Soient x <E A n et i G N tels que 

f(x)=0 modJ /3(l)+1 . 

Alors il existe x S A n tel que 

/(x) = et Xj = Xj mod 3 t+1 pour tout j. 
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La plus petite fonction vérifiant cette propriété sera appelée fonction de Artin de 
l'idéal (/). 

Là encore, si A est local et 3 est son idéal maximal, nous dirons que A a la propriété 
d'approximation forte. 

Remarque 1. Nous pouvons vérifier que les deux définitions précédentes ne dépen- 
dent pas des générateurs de l'idéal (/). Nous parlerons donc indifféremment de 
système d'équations polynomiales et d'idéal de -AfX]. 

Nous avons les deux résultats suivants : 

Théorème 1.4. [2][14][21][22] Soit (A, 3) une paire hensélienne, nœthérienne. 
Alors (A, 3) possède la propriété d'approximation si A — > A est régulier (où A est 
le complété 3-adique de A). 

Nous rappelons qu'un morphisme d'anneaux ncethériens ip : A — > B est dit 
régulier si il est plat et si pour tout idéal premier P de A, la fibre B ®a k {P) de 
ip au-dessus de P est géométriquement régulière sur le corps k(P) ( c'est-à-dire si 
l'anneau B ®a k est régulier pour toute extension finie k de k(P)) (cf. [13]). 

Théorème 1.5. [2][14] Soit (A, m) un couple local nœthérien. Alors si ce couple 
vérifie la propriété d'approximation, alors il vérifie la propriété d'approximation 
forte. 

Ce deuxième théorème n'est pas vrai dans le cas général. M. Spivakovsky a donné 
un exemple de paire hensélienne vérifiant la PA et donné un polynôme qui n'admet 
pas de fonction de Artin [20]. 

Dans le cas d'un couple local, la fonction de Artin d'un idéal (/) de A[X] est une 
mesure de la non-lissité du morphisme A — > A[X}/(f), celle-ci étant égale à l'i- 
dentité quand ce morphisme est lisse. 

Le but de cet article est d'utiliser le lemme d'Artin-Rees [13] et le théorème d'Izumi 
[10] [18] pour déterminer une certaine classe de polynômes dont les fonctions de 
Artin sont bornées par des fonctions affines. Nous savons qu'en général ceci est 
faux et a pour conséquence qu'il n'existe pas de théorie d'élimination des quantifi- 
cateurs dans l'anneau des séries en plusieurs variables muni d'un langage de premier 
ordre de Presburger [19]. Néanmoins il existe certains cas pour lesquels ce résultat 
est vrai. 

Nous utilisons ici le lemme d'Artin-Rees et le théorème d'Izumi [10] pour étudier 
la fonction de Artin de certains polynômes. 

Nous commençons par énoncer quelques résultats de réduction. Ensuite, dans la 
troisième partie, nous citons le cas des systèmes d'équations linéaires qui découle 
du lemme d'Artin-Rees (théorème 3.1). Nous montrons dans la quatrième partie 
que le théorème d'Izumi est équivalent à une majoration des fonctions de Artin 
d'une certaine famille de polynômes linéaires (proposition 4.3 et théorème 4.5) et 
en déduisons une version stable du lemme d'Artin-Rees (théorème 4.6). Nous don- 
nons ensuite différentes applications de ces deux résultats : 

En cinquième partie, nous montrons que la fonction de Artin de X1X2 — X3X4, 
vu comme polynôme à coefficients dans l'anneau des séries formelles en plusieurs 
variables, n'est pas bornée par une fonction affine. 

En sixième partie, nous utilisons simultanément le lemme d'Artin-Rees et le théorème 
d'Izumi pour montrer que les polynômes qui sont de la forme / Ilfc=i fc +Sj=i fj^j 
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ont une fonction de Artin bornée par une fonction affine, dans le cas où l'anneau 
de base quotienté par l'idéal f p ) est réduit (théorème 6.2). 

Enfin, en dernière partie nous montrons que ceci implique que la fonction de Artin 
de certains polynômes est bornée par une fonction affine (propositions 7.2 et 7.3) et 
nous utilisons ces résultats pour calculer des clôtures intégrales approchées d'idéaux 
(exemple 7.3). 

Je tiens à remercier M. Hickel et M. Spivakovsky pour leurs conseils et remarques. 
Je suis gré au premier de m'avoir fait remarquer que le lemme d'Artin-Rees et le 
théorème d'Izumi étaient des cas particuliers de linéarité de fonctions de Artin. Je 
tiens aussi à remercier vivement le référée pour ses remarques et sa patience face à 
une première version très pénible. 

Les anneaux considérés seront toujours commutatifs et unitaires. Nous noterons 
dans la suite T = (Ti, .., Tjv), X = (Xi, .., X n ) et / = (fi,--,f p ). Sauf indication 
contraire nous noterons m l'idéal maximal de l'anneau local étudié quand il n'y 
aura aucune confusion possible. 

2. RÉDUCTIONS 

Nous allons ici énoncer quelques lemmes qui nous permettront de nous ramener 
à étudier le cas où l'anneau de base est un anneau complet régulier : 

Lemme 2.1. [14] Soit {A, 3) un couple nœthérien vérifiant la PA pour l'idéal (/) 
et tel que l'idéal de A[X] engendré par (/) admette une fonction de Artin. Alors (/) 
admet une fonction de Artin et celle-ci est égale à celle de l'idéal de A[X] engendré 
par (/). 

Preuve : Soient (/) C /3 sa fonction de Artin vu comme idéal de A[X] 

et x G A tel que f(x) = mod^W" 1 " 1 . Donc il existe x' G A tel que f(x') = et 
x' — x G T +1 . Comme A vérifie la PA pour (/), il existe x G A tel que f(x) = et 

x-x'e3 i+1 . 

En combinant cela on a x G A tel que f(x) = et x — x G T +1 . 
Inversement, soit f3 la fonction de Artin de (/) vu comme idéal de -A[X]. Soit x <E A 
tel que f(x) = mod3^ +1 . Choisissons x' G A tel que x—x' G J' 3 ( î ) +1 . Nous avons 
alors f (x') = mod3 /3 W +1 . Donc il existe x G A tel que f(x) = et x' -x e 
D'oùï-îeT +1 . □ 

Lemme 2.2. [14] Soit {A,3) un couple nœthérien et I un idéal de A. Soient (/) un 
idéal de y [A], (F) un idéal de A[X] égal à (/) modulo I et (gi, ...,5g) un système 
de générateurs de I. Posons 

G k = F k + S ^Y kj g :j k = l,..,m. 

3 

Alors si (G) admet une fonction de Artin, alors (/) admet une fonction de Artin 
bornée par celle de (G). 

Preuve : Soient (/), (F) et (G) comme dans l'énoncé. Soit (3 la fonction de 
Artin de (G). 

Soit £ € y tel que f(x) = mod3 /3(î)+1 y avec i G N. Soit x' un relèvement de 



4 



GUILLAUME ROND 



x dans A. Alors F(x') = mod3 t3 ^ +1 + I, c'est-à-dire qu'il existe des ykj G A 
tels que F(x') + J2j Vkj9j = mod 3^W +1 . H existe alors une solution (x, y) de ce 
système G = avec x = x' modT +1 . Modulo / cette solution convient. Et donc 
(/) admet une fonction de Artin bornée par celle de (G). □ 
Nous énonçons maintenant un lemme utile pour la suite : 

Lemme 2.3. Soit F(Xi, X n ) G A[Xi,..., X n ] où(A,3) est un couple nœthérien. 
Soit I un idéal de A, {fi,--.,f p } et {gi,...,g q } deux systèmes de générateurs de 
I. Alors les fonctions de Artin de h\ = F(X\,..., X n ) + fjYj et de h 2 = 
F(X 1 ,..., X n ) + J2i9i z i sont égales. 

Preuve : Il nous suffit de montrer le résultat quand q = p + 1, gi = fi pour 
1 < i < p et g q = g p +i G / est quelconque. En effet dans ce cas, par induction nous 
voyons que la fonction de Artin de h\ (et de la même manière celle de h 2 ) est égale 
à la fonction de Artin de F(X\, X n ) + J2i Si^i + J2j fjYj- Donc hi et h 2 ont des 
fonctions de Artin égales. 
Soit hi comme dans l'énoncé et 

p 

h 2 := F(X U X n ) + fj y j + f Y P+i 
3=1 

où / G /. Nous pouvons écrire / = ^ fjUj où les Uj sont dans A. Notons 0i la 
fonction de Artin de hi (i = 1 et 2). 

• Montrons tout d'abord que 2 {ï) > 0i(i) pour tout i G N. Soient Xi,..., x n , 
yi, y P G A et i G N tels que 

p 

hi(x, y) = F(x u x n ) + J2 Sm e 

3 

Nous avons h 2 (x, yi,..., y p , 0) = hi(x, yi,..., y p ), donc par définition de 02, il existe 
n+p+l éléments Xi, x n , y 1} y p , y p+1 tels que nous ayons h 2 (x, y l5 y p , y p+1 ) 
0, et x k - x k G 1 < k < n, y 3 ■ - yj G 1 < j < p, y p+1 G Notons 

alors yj = y rj +ufy p+1 , 1 < j < p. Nous avons alors hi(x, y) = 0et~x~k — XkE 
1 < k < n, ïjj - yj G l<j<p. Donc 2 {i) > 0i{i) pour tout i G N. 

• Inversement, montrons que 2 {i) < /3i (z) pour tout i G N. Soient xi,..., x n , 
yi, y P , y P +i e A et i G N tels que 

p 

/i 2 (x, y) = F(xi, i„) + Ç f jVj + fy p+1 G J/MO+i. 

3 

Nous avons 

fti(a;, j/i + itij/p+i, y p + u p y p+1 ) = h 2 (x, y 1 , y p , y p+ i). 

Donc par définition de il existe xi, x n ,y 1 , y p tels que nous ayons hi(x, y 1 , ... 
0, et Xk — Xk G 3 Î+1 , 1 < k < n, y - — (yj + Ujy p+ i) G l < j < p. Notons 

alors fj = - Ujy p+ i, 1 < j < p, et f p+1 = y p+ i. Nous avons h 2 (x, y) = 0, et 
x k - x k G 1 < fc < n, fj - % G 1 < i < p + 1. Donc /3 2 (i) < /?i(i) pour 
tout i G N, et donc 01=02. □ 

Nous rappelons ensuite le théorème de structure de I.S. Cohen pour les anneaux 



LEMME D'ARTIN-REES, THÉORÈME D'IZUMI ET FONCTION DE ARTIN 



5 



complets locaux. [13] 

Définition 2.4. Un anneau de Cohen R est un corps de caractéristique ou un 
anneau de valuation discrète complet dont le corps résiduel a une caractéristique 
p > et dont l'idéal maximal est engendré par p.l. 

Théorème 2.5. [13] Soit A un anneau local nœthérien complet. Alors il existe un 
unique anneau de Cohen R tel que A soit isomorphe au quotient d'un anneau de 
séries formelles R[[T]]. 

3. Fonction de Artin d'un système linéaire et lemme d'Artin-Rees 

Nous avons le résultat suivant qui nous donne la forme de la fonction de Artin 
d'un système d'équations linéaires et qui montre au passage que dans le cas linéaire, 
l'existence de la fonction de Artin n'est absolument pas liée à la propriété henséli- 
enne mais au fait que l'anneau de base est nœthérien. 

Théorème 3.1. Soit 

(ilx, + ■■■ + flx n , ffX, + ■■■ + f*X n ) 

un idéal de polynômes linéaires noté (/) de A[X\, X n ] où {A,3) est un couple. 
Alors l'idéal (/) admet une fonction de Artin bornée par la fonction i i — ► i + io si 
et seulement si nous avons la version faible du lemme de Artin-Rees suivante : 

/n^cr»/ pouri > i 

où I est le sous-A-module de A p engendré par les (fj, fj) pour 1 < j < n et 3 l 
le sous-A-module de A p égal à ®^ =1 T pour tout entier i. 

En particulier, si (A, 3) est un couple nœthérien, (/) admet une fonction de Artin 
bornée par une fonction linéaire. De plus le plus petit io tel que i i — ► i + io majore 
la fonction de Artin de (/) ne dépend que du A-module I . 

Preuve : Avoir I n C J t + 1 ^ l «I pour io une constante positive, cela est 
équivalent à ce que pour tout xi, x n G A tels que 

fiXi H h flx n 

(i) <^ ; 

k fi xi + ■ ■ ■ + ftx n 

il existe si, e n e J î+1_î o tels que 

flxi + ■■■ + flx n = f\ei + ■■■ + fle n 

< : : : 

k f?xi + --- + f£x n - f!ei + --- + fPe n 

En posant Xk = Xk — £k, cela est équivalent à ce que pour tout x±, x n € A qui 
vérifient le système (1) précédent, il existe x~i,..., x n e A tels que 

' ftxi + ■■■ + flx n = 

< : 

k f?X! + ■ ■ ■ + fPx n = 



G T+ 1 
G T +1 
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et Tk — Xk G 3 t+1 ~ l ° . Cette dernière condition est exactement équivalente à dire 
que l'idéal (/) admet une fonction de Artin bornée par i i — ► i -Ho- 
La dernière assertion découle du fait que si A est nœthérien nous avons le lemme 
d' Artin- Rees (cf. [13] par exemple). □ 

Remarque 2. T. Wang [24] a caractérisé le plus petit io de la proposition précé- 
dente, dans le cas où A = k[[Ti, Tjv]] et 3 est son idéal maximal, en terme de 
bases standards. 

4. Théorème d'Izumi et version stable du lemme d'Artin-Rees 

4.1. Théorème d'Izumi et majoration stable de la fonction de Artin d'une 
famille de polynômes linéaires. Nous donnons ici l'énoncé d'un théorème d'Izumi 
que nous interprétons en terme de linéarité de la fonction de Artin d'un certain type 
de polynôme. Nous donnons tout d'abord une définition : 

Définition 4.1. Soit (R, 3) un couple nœthérien où R est local et 3 un idéal 
m-primaire avec m l'idéal maximal de R. Nous noterons vr } 3 la fonction à valeurs 
dans N U {00} définie par 

Va; G R\{0}, v R . 3 {x) = n x G 3 n et x i 3 n+1 

et 1^,3(0) = 00. 

On appelle cette fonction l'ordre 3-adique sur R. 

Soit I un idéal de R, nous noterons vj^ pour vrijj quand aucune confusion sur 
R ne sera possible. Dans le cas où 3 = m est l'idéal maximal de R, nous noterons 
vr '■= vr 3 et vj := Vr/i^ (la dernière notation n'est à pas confondre avec la 
valuation /-adique). 

Une telle définition est licite d'après le lemme de Nakayama. 
Soit R un anneau local nœthérien et 3 un idéal m-primaire de R. Il est clair que 
nous avons vi,y{gh) > vi.y{g) + vi.y(h) Vg,h G R. Il y a égalité si et seulement 
si Gr? (R/I) est intègre. Nous dirons que vi^ admet une inégalité complémentaire 
linéaire (ICL) si il existe a et b réels tels que 

vi,3(gh) <a(u l!3 {g) + u It3 (h)) + b Vg,heR. 

Nous dirons dans ce cas que a et 6 sont des constantes apparaissant dans une ICL 
pour (R, 3). Nous pouvons remarquer que si a et b existent, alors nécessairement 
a > 1 et b > 0. 
Nous avons alors le 

Théorème 4.2. [10] Soit R un anneau local nœthérien. Alors il existe deux con- 
stantes a et b telles que 

Mgh) < a(Mg) + + b Vg,he R\{0} 

si et seulement si R est analytiquement irréductible. 

Soit / un idéal de A, un anneau local nœthérien, engendré par f p . Nous 

notons R := A/I. Notons alors ii le plus petit entier tel que i 1 — ► i + ii majore 
la fonction de Artin de f\Xi + • • • + f p X p G A[A]. Pour tout x G A, notons (3 X la 
fonction de Artin de xXq + f\X\ + • • • + f p X p . Nous avons alors la 

Proposition 4.3. Avec les notations précédentes, nous avons : 
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(i) Si R admet une ICL avec les coefficients a et b, alors, pour tout x G A, 
nous avons la majoration uniforme suivante : 

Vi e N P x (i) < ai + avi(x) + aii + b. 

(ii) Si nous avons une majoration uniforme de la fonction (3 X par une fonction 
de la forme i i — ► ai + cuj(x) + b, avec a + c> 1, alors le polynôme XY + 
J2k fiXi <E A[X, Y, Xi, Xp] admet une fonction de Artin bornée par la 
fonction i i — > (a+c)(î+î/)+max(6, ii), et de plus l'idéal I est soit premier, 
soit m-primaire. 

(iii) Si le polynôme XY + ^2 k f%Xi admet une fonction de Artin bornée par la 
fonction i i — ► ai + b et si I est premier alors R admet une ICL 

vi(gh) < 0(1/7(0) + vi{h)) + b Vg, h e R. 

Preuve : Montrons (i) : 
Soient xq, x\, x p G A tels que 

xx + f lXl + ■■■ + f p x p G m «i+«^(^)+«v+i'+i. 

Nous avons donc vi(xxq) > ai + avi{x) + aij + 6+1. D'où 

a{vi(x) + vi(x )) + 6 > ai + avi(x) + aij + 6+1 

vi{xq) > i + ii + 1. 

Nous avons donc xo = J2k f kZk + x o avec orc K x o) > * + îj + 1, ce qui implique que 

p 

J2fk(xk + xz k )em* +l ' +1 

k=l 

car a > 1. Il existe donc, par définition de ij, des t k & A qui vérifient 

Vfc > 1 i t eït + xz k + m î+1 
p 

et ^2 fktk = . 

k=l 

Nous posons alors xo = Y^ik f kZk e ^ %k = tk — xzk pour fc > 1. Nous avons alors 

xxq + f\Xi + • • • + ,fpX p = et Vfc Xk — Xk G m i+1 . 
Donc Px(i) < ai + avi{x) + aij + 6 pour tout i dans N. 

Montrons maintenant (ii) : 
Nous allons tout d'abord montrer la majoration de la fonction de Artin annoncée, 
puis nous montrerons que / est soit premier, soit m-primaire. 

Soient a, b et c comme dans l'énoncé. Fixons tout d'abord i > ij. Nous allons 
montrer que la fonction de Artin de XY + ^2 k fcXi est majorée par la fonction i i — > 
(a + c)i + max(6, ij). Dans ce cas la fonction de Artin du polynôme XY + ^2 k fiX t 
sera majorée par i i — ► (a + c)(i + ii) + max(6, i/) comme voulue. 
Soit i > ii et Soient x, y, xi,..., x p tels que 

(2) ^ + f lX i + ■■■ + fpxp e m («+c)*+™«(6.<i)+i. 

Nous allons distinguer deux cas, selon que a; et y sont tous les deux dans I + m î+1 
ou non. 
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(1) Supposons que x et y sont dans / + m î+1 , c'est-à-dire qu'il existe des z\j 
et des Z2j tels que x — . fjZij G m î+1 et y — J2j fj z 2,j <= m l+1 . En 
multipliant ces deux termes nous voyons que 



xy-xJ2 fjZ2,j -yJ2 h Zy à + X fi Zi >3 Yl fi^J e 



m 2l+1 . 



D'après cette relation et la relation (2), on est ramené à 

3 l 

Par définition de ii, il existe donc des tj tels que X) 7 = et 



tj -\xj + xz 2 ,j + yzij - fiz h iz 2J ) G m min ( 2î < (°+<0*+**)-w+i c m *+i 



Nous posons alors 



et = — ^.tz2 j + yzi j 
Nous avons donc 



^2fizi,iz 2 ,j = - ^2fiz 2 ,izi tj . 
i ) i 



et x — x, y — y et Xj — Xj G m î+1 pour tout j. 
(2) Supposons maintenant que x G J + m fe+1 et x ^ J + m fe+2 avec fc < i. Notons 

avec = fc + 1 et x' £ I + m" A ( x En particulier, nous voyons que 

vi(x) = fi(x') = k + 1. Nous avons alors 

x'y + J2fj( x j+V z hj) e m (a+c)î+max(M ' )+1 . 

3 

Ou encore 

z'y + J2 fj x 'j e m (a+c)î+max(M ' )+1 
j 

avec x'j = Xj + yz\j. 

La fonction de Artin de x'Y + ^2 k fkX' k G A[Y, X[, X^] est majorée par 

i i — > ai + cvi(x') + b < (a + c)i + b. 
Donc il existe y G y + m î+1 et ^ G a^- + m î+1 tels que 

Posons alors 
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Nous avons 

3 3 3 

et x - x G m t+1 , y -y G m' l+1 et Xj - Xj G m' +1 pour tout j. 

Donc pour i > ij la fonction de Artin de XY + ^2 k foXi est bornée par la fonction 

i i — ► (a + c)i + max(6, i/). 

Montrons maintenant que / est premier ou m-primaire. Montrons tout d'abord 
que I n'a qu'un idéal premier minimal associé. Supposons le contraire, c'est-à-dire 
que nous avons I = I\ H I2 avec I ^ h et / 7^ I2 , où I\ est un idéal P-primaire avec 
P premier, et P n'est pas un idéal premier associé à I2. Soit x G h\h n I2. Pour 
tout entier l, il existe x{l) tel que f^(^(0) ^ ' et x (l) = # +x(l) P. En effet, 
si cela n'était pas possible, nous aurions x + m 1 C P pour l G N. Par conséquent, 
comme a; G P et que P est premier, nous avons m C P, et donc m = P, ce qui est 
impossible par hypothèse sur P. 

Choisissons alors y G ("1/2- H existe un entier fc tel que y £ h +m k car y ^ p. 
Nous avons xy G pp C /, il existe donc des Xj tels que 

x(l)y = xy + x(l)y = - ^ + x(%. 

Donc x(7)y + X^j /i x i e m '- Si y, â?i, x p vérifient x(l)y + J2j fj^j — Oj alors 
x(l)y G / C h C P. Donc y G P, car x(Z) ^ P et p et P-primaire. Donc y — y ^ m ,c . 
D'autre part, pour I assez grand (en fait pour l > z//(x)), nous avons ui(x(l)) = 
fi(x) < +00. La fonction de Artin (5 X n'est donc pas majorée uniformément par une 
fonction de vi{x), ce qui est contradictoire avec l'hypothèse, et donc / n'a qu'un 
idéal premier minimal associé. 

Supposons maintenant que I n'a qu'un idéal minimal associé mais que I n'est ni 
premier ni m-primaire. C'est-à-dire I est P-primaire, I ^ P et P 7^ m. L'idéal P 
est de la forme (/ : y) avec y ^ I. Soit x G P\P n I. Alors xy e I par définition de 

y- 

Pour tout entier Z, il existe x(l) tel que va(x(1)) > l et x(Z) = x + x(l) P. Si cela 
n'était pas possible, alors, comme précédemment, nous aurions P = m ce qui est 
contraire à l'hypothèse donc impossible. 

Il existe un entier k tel que y $ I + ra k car y £ I. Or xy G /, donc il existe des au- 
tels que 

x(l)y = xy + x(l)y = - ^ fjXj + x(l)y. 

3 

Donc x(l)y + ^2j fjXj G m'. Comme précédemment, si y, xi, x p vérifient x(Z)y + 
fj%j — 0, alors x(l)y G / C P, donc y € I car x(Z) £ P et I est P-primaire. Donc 
y — y m fe . Comme précédemment, la fonction de Artin (3 X n'est donc pas majorée 
uniformément par une fonction de vi(x) et donc I est premier ou m-primaire. 

Montrons finalement (iii) : 
Soient x, y et i tels que a(i + 1) + b > vi{xy) > ai + b + 1. C'est-à-dire G 
J + m aî + fe + 1 . H existe alors des Zk tel que xy + J2k fk z k G m cw+6+1 . Il existe donc 
x, y et z k tels que xy + J2k fk^k = et x - x G m î+1 , y — y e m î+1 . Comme / est 



10 



GUILLAUME ROND 



premier, alors soit y € /, soit x G I. D'où soit vi{x) > i + 1, soit ^j(y) > i + 1. 
C'est-à-dire 

soit avi{x) + b > uj(xy), 
soit avj{y) + b > vj{xy). 

Nous avons donc 

< smax(v ; (i), ^/(j/)) + b < a(u T (x) + vi{y)) + b. 
D'où le résultat. □ 

Remarque 3. La preuve de ii) précédente nous montre en fait que, si I n'est ni 
premier ni m-primaire, nous n'avons aucune majoration uniforme de /3 X par une 
fonction de vi{x) (même non affine). 

4.2. Version stable du lemme d'Artin-Rees. Nous avons en fait le résultat 
suivant dû à Rees [18] qui est un peu plus fort que celui d'Izumi : 

Théorème 4.4. [18] Soit R un anneau local nœthérien. Alors R est analytiquement 
irréductible si pour au moins un idéal 3 m-primaire, et seulement si pour tout idéal 
3 m-primaire, il existe deux constantes a et b telles que 

VR,j(gh)<VR,3(g) + av R , 3 (h) + b Vg,heR\{0} . 

Nous en déduisons le 

Théorème 4.5. Soient A un anneau local nœthérien, I un idéal de A et 3 un idéal 
m-primaire de A où m est l'idéal maximal de A, tels que A/I soit analytiquement 
irréductible. Alors pour tout x S A, nous avons la majoration uniforme suivante : 

VieN /3 x (i) < i + av I>3 {x) +ii + b 

où P x est la fonction de Artin de xXq + fiXi + • • • + f p X p pour le couple (A, 3). 

Preuve : Soient xq, x\, x p <E A tels que 

xxo + fix! + ■■■ + f pXp e 

Nous avons donc ui^{xxq) > i + avi t y{x) + ii + b + 1. D'où 

avi,3(x) + vi,?(x ) + b>i + avi^{x) + ii + b + 1 
vi,i(x ) > i + ii + 1. 
Nous avons donc xo = ^2 k f k z k +x' avec va, ,3(^0) — * + ù + 1, ce qui implique que 

p 

J2fk(xk + xz k )ey +tl+1 . 
fe=l 

Il existe donc, par définition de ij, des t% € A qui vérifient 

p 

Vfc > 1 t k ex k + xz k + 3 t+1 et f k t k = . 

fe=i 

Nous posons alors xq = ^2 k f k z k et x k ~t k — xz k pour fc > 1. Nous avons alors 
xxq + fixi + • • • + fpXp = et Vfc x k — x k e 3' 1+1 . □ 

Nous pouvons alors formuler une version stable du lemme d'Artin-Rees : 
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Théorème 4.6. Soient A un anneau nœthérien, 3 un idéal P -primaire de A avec 
P premier et I C P un idéal de A tel que Ap/IAp soit analytiquement irréductible. 
Supposons que 

i) Vfc> 1, 3 k A P nA = 3 k , 

ii) Vfc > 1, Va; e P, {(x) + I)3 k A P f)A = {(x) + I)3 k . 

Alors il existe a > 1 et b > tels que nous ayons la version faible dArtin-Rees 
uniforme suivante 

((x) + 1) n 3 t+a,/1 ■ 3 {x)+h ci((x)+ 1) y VxePVie N. 

Preuve : D'après i), les ordres va, 3 et va p ,3A p sont égaux. D'après le théorème 
précédent et le théorème 3.1, il existe a et b tels que 

((x) + i)A P n y+ a »',iW+ b Ap c (0) + 1) X A P Vx e PA P Vi e N 

car Ap/IAp est analytiquement irréductible. Choisissons x e P et i G N, nous 
avons alors 

(0) + 1) n y+<^, :>(*)+ 6 c ((s) + 1) a p n c + /) . 

Le résultat découle alors de l'hypothèse ii). □ 

Remarque 4. Ceci est vrai en particulier si A est local, P = m est son idéal 
maximal, 3 est m-primaire et A/I est analytiquement irréductible. 

Remarque 5. Il existe deux versions de ce que l'on appelle lemme d'Artin-Rees 
uniforme [8] et [3] qui sont à ne pas confondre avec cette version stable. 

4.3. Exemples. Nous donnons ici quelques exemples explicites, toujours dans le 
cas où l'idéal 3 est l'idéal maximal de l'anneau A. Nous noterons alors m cet idéal. 
Dans la suite, l'anneau On désignera indifféremment l'anneau des séries formelles 
en N variables sur un corps k et l'anneau des séries convergentes en TV variables 
sur k (quand cela a un sens). Nous noterons ord l'ordre m-adique sur On- 

4.3.1. Premier exemple. Si l'anneau gradué Gr m y est intègre alors va, i est une 
valuation, i.e. 

v A ,i{gh) = (v A ,i(g) + v A ,i{h)) y g, h<E A 

En particulier d'après le théorème 4.3, la fonction de Artin du polynôme xXq + 
fiXi + • • • + fpXp (où / = (/i, / p )) est bornée par une fonction de la forme 

i i — ► i + v A ,i{x) +p. 

C'est le cas par exemple si / = (/) et / est irréductible et homogène de degré p 
dans On- 



4.3.2. Deuxième exemple. Nous allons donner tout d'abord le 

Lemme 4.7. Soit L{X\, X n ) = fiXi + • • • + f„X n e On[X\, X n ] avec 
ord(fi) < ord{f2) < ••• < ord{f n ). Supposons que les termes de plus bas ordre 
(termes initiaux) des fk forment une suite régulière. Alors L admet une fonction 
de Artin qui est majorée, pour tout i > 0, par la fonction affine i i — ► i + ord(f n ). 
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Preuve : Les termes initiaux des fk formant une suite régulière, les fk forment 
une suite régulière et nous savons donc que les zéros de L sont de la forme 

(n n \ 

^2f k z(k,ï),..., ^2fkz{k,n) J 
k=i k=i ) 

avec z(k,j) = —z(j, k) pour tous k et j. En particulier z(k, k) = pour tout k. 
Dans la suite, pour tout élément x de On, nous noterons x(p) le terme homogène 
de degré p de x. 

Soient xi,..., x n G On tels que f\X\ + • • • + f n x n G m î+ord(/ n )+i_ gj nous avons 
minj(ord(/ 7 a;j)) > i + ord(f n ) + 1, nous posons Xj = pour tout j. Nous avons 
L(x) = et Xj — Xj G m t+1 pour tout j. 

Dans le cas contraire, nous allons construire, par récurrence sur min, ■(ord(fjXj)), 
des éléments Xj, pour tout j, tels que J2j fj^j = et Xj — Xj G ni î+ord ^ n ) _ord ^) +1 
pour tout j. 

Comme Toi\ij{ord{fjXj)) < i + ord(/„) + 1, nous avons 

f n \ 

Y J fÀ^à{f j ))x j {ord{xj)) =0 
y=i / 
où m(x) désigne le terme initial de x pour ord. C'est-à-dire 

jeii 

où h est l'ensemble 

h := {j G {1, n} j ord(fjXj) < ord(f k x k ), Vfc G {1, n}} . 
Il existe donc des polynômes homogènes z l {k, j) G On tels que 

z\k,j) = si j i h, z\k,j) = -z\j,k) 

n 

et Xj(ord(xj)) = ^2 fk(oTd(f k ))z 1 (k,j) pour tout j G h 

fe=i 

car les termes initiaux des fj, où j G I\, forment une suite régulière. Nous posons 
alors 

n 

x ) =x j~"ï2 f^ik,]) Mj. 
k=i 

Nous avons donc f\x\ + • • • + f n x\ G m î + ord (/n)+ 1 e t ord(xj) > ord(xj) si j G I\ et 
ord(x]) = ord(xj) sinon. Nous avons aussi que 

min(ord(/,a;,)) < min(ord(/,a;J)). 

j j 

Nous pouvons alors continuer ce processus jusqu'au rang l de manière à avoir con- 
truit des x l j tels que fjXj G r n î+ord (/")+ 1 pour tout j avec 
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fe=l 

C'est-à-dire qu'il existe Xj = $Z" =1 fk~z(k,j) tels que 

/ixi H h / n ï„ = 

et Vj, a;, - Xj G m <+ord(/„)-ord(/ i )+i c m i+i_ Q 
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Nous en déduisons le 

Corollaire 4.8. Soit I = (/i, /„) un idéal de On- Si l'idéal engendré par les 
termes initiaux des éléments de I est premier et d'intersection complète alors nous 
avons l'inégalité 

vj(gh) < 2{v!(g) + u T {h)) + 3 max{ord{f k )} V/,.g G O n . 

k 

Preuve : Soit f n une famille d'éléments de / dont les termes initiaux 

forment une suite régulière et engendrent l'idéal des termes initiaux de /. Alors 
cette famille engendre / en tant qu'idéal. Soit f £ On et f son reste après division 
par I (théorème de division d'Hironaka cf. [1]). Si /' = 0, alors / G / et la fonction 
de Artin de fXç + f\X\ + • • • + f n X n est bornée par i i — > i + ij. 
Si /' 7^ 0, alors vi{f) = vi(f'), et la suite formée des termes initiaux des fi et 
du terme initial de /' est régulière. En effet, en notant in(g) le terme initial de 
g G On, supposons qu'il existe x G in(I+ (/)) tel que nous ayons xin(f') = dans 
in(I + (/))/(m(/i, f n ))- Comme in(I) est premier, nécessairement x G in(I) et 
donc la suite (in(fi), in(f n ), in(f')) est régulière. 

D'après le théorème 3.1, la fonction de Artin de fXg + f\X\ + • • • + f n X n est égale 
à celle de f'X + fiX\ + • • • + f n X n , qui est bornée, d'après le lemme 4.7, par 

i i — ► i + max{ord(/'), ord(/ fe )} < i + orà(f') + max{ord(/ fc )}. 

k 

En utilisant alors le (ii) de la proposition 4.3 (a = c = 1 et b = maxfe{ord(/fe)}), nous 
voyons que le polynôme XY + ^ fc f^Z^ admet une fonction de Artin bornée par la 
fonction i i — ► 2(i + ij) + max (maxfc{ord(/fc)}, ii) (ii est une constante telle que 
i i — ► i + ii majore la fonction de Artin de ^ fc fkZ k ). Comme ij < maxfc{ord(/fe)} 
d'après le lemme 4.7, le polynôme XY + ^2 k f k Z k admet une fonction de Artin 
bornée par la fonction i i — ► 2i + 3 maxfe{ord(/fe)}. En utilisant alors le (iii) de la 
proposition 4.3, nous déduisons le résultat. □ 

4.3.3. Troisième exemple. Soit / = Tf + g(T 2 , T 3 ) G 3 avec g(0, 0) = 0. Alors 
d'après [10], (/) admet une ICL avec les coefficients 1 et ord(g) — 2 si ord(g) est 
impair. En utilisant le (i) de la proposition 4.3 (a = 1 et b = ord(g) — 2), nous 
voyons que la fonction de Artin de xXq + fX\ est bornée par 

ii — > i + v (fhm (x) + ord(g) - 2 + i {f} 

où est tel que i i — > i + majore la fonction de Artin de fX\. En particulier 
nous pouvons choisir — ord(/) = 2. Donc la fonction de Artin de xXo + fX\ 
est bornée par 

— >i + v {fhm (x)+ord{g). 

4.3.4. Quatrième exemple. Nous allons donner une ICL dans le cas où f — T^+g G 
On avec ord(g) = k + 1 et T\ ne divisant pas le terme initial de g. Nous avons tout 
d'abord le 

Lemme 4.9. Soit f = + g avec ord(g) = k + 1 et T\ ne divisant pas le terme 
initial de g. Alors pour tout h la fonction de Artin de fX + hY est bornée par 

i i — ► i + max{fc, i>f_ m {h) + 1}. 
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Preuve : Soit h = af + h T[ + J2j>i avec ^ < fc et Ti ne divisant pas ho, 
et les hj sont homogènes de degré j > ord(/io) + l et ne sont pas divisibles par T-f . 
Notons h 1 = h T[ + hj. 

Soient X et y tels que fx + hy e m. l+max ^ k '' / f- m( ' h ^ +2 . Nous avons donc 
f(x + ay) + h'y e m <+m«x{fc,^,»(fc)}+2 - 

Nous pouvons faire le changement de variables X = X + aY, y = Y et supposer 
que /i = h'. 

Notons Xj le terme homogène de degré j dans l'écriture de x (idem pour y). Si 
ord(x) > i + max{fc, Vf_ m (h) + 1} — k + 1 > i + 1, nous posons x = y = 0. Nous 
avons bien x — x, y — y e m î+1 et fx + h'y = 0. 
Autrement nous avons 

T\ X mA ( x ) + /lO^lJ/ordd/) = 
^1 x ord(x)+l + in (g) x OYd(x) + hoTly ovA ^ + 1 + /llî/ord(y) = 0. 

La première équation nous donne que T k ~ l divise y OT d(y)- La seconde équation nous 

i i m mm{l, k— 1\ n . . 

donne alors que 1 ^ divise x 0T ^ x y 

Si l < k — l alors nous avons a; or( j(x) = hoT[zo et y or d( y ) = —T^zq. Nous posons 
alors = .t — /iz et y(l) = y + fz n . Nous avons ord(x(l)) > ord(x) et 

ord(y(l)) > ord(y). 

Si l > k — l, la première équation nous donne que T^ k ^ divise y 0I d( y ) et la seconde 

rpmitili, 2(k — 1)\ n . . 

que T Y divise £ ord (x)- 

Par induction nous pouvons continuer cette procédure jusqu'au rang p tel que 
l < p(k — l) et tel que T™ m { l >p( k 0} = y* di v i se x 0ld ( x y II existe donc z tel 
que a; rd(x) = hoT[zo et y rd(y) = — T\ fe zo. Nous posons alors x(l) = x — /izo et 
y(l) = y + /zo- Nous avons ord(x(l)) > ord(x) et ord(y(l)) > ord(y). 
Nous recommençons alors la procédure précédente et nous construisons ainsi z tel 
que ord(x — hz) > i + max{fc, Vf_ m (h)} — k + l > i + l. Nous posons alors x = hz 
ety= —fz. Clairement x — x,y — y G m î+1 et fx + h'y — 0. □ 

D'après le (ii) la proposition 4.3 (avec a = c = 1 et 6 = fe), nous voyons donc 
que le germe d'hypersurface défini par / = T k + g = avec ord(g) = k + 1 et 
pgcd(Ti, in(g)) = 1 admet une ICL : 

V(f),m(9h) < 2(^(/),m(fl) + ^(/),mW) + 3fc V0, /l G Ojy 

5. Etude de la fonction de Artin de X\X 2 - X 3 X 4 

Nous donnons ici un exemple de polynôme dont la fonction de Artin n'est pas 
bornée par une fonction affine. L'idée est d'utiliser le fait que la fonction de Artin de 
X X X 2 - (TiT 2 - Ti)X 4 G O n [X u X 2 , Xi] pour N > 3 est la fonction k i — ► ifc - 1 
(cf. exemple 5.6 (iv) de [10]) et que tout élément égal à T\T 2 — T 3 modulo rrt î+1 est 
toujours irréductible. Ce polynôme peut être alors vu comme une "spécialisation" 
du polynôme X\X 2 - X 3 X A e O n [X u X 2 , X 3 , X 4 ]. 

Théorème 5.1. La fonction de Artin du polynôme 

X\X 2 — X 3 Xi e On[X\, X 2 , X 3 , X4] 

est bornée inférieur ement par la fonction i 1 — ► i 2 — 1 si N > 3. 
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Nous savions déjà qu'en général une fonction de Artin n'était pas bornée par une 
fonction affine (cf. [19]). L'exemple étudié ici correspond à une singularité isolée 
d'hypersurface, dont la fonction de Artin-Greenberg a déjà été étudiée (cf. [12]). 

Preuve : Appelons P le polynôme X\X 2 — X 3 X^ et fixons un entier i € N quel- 
conque. Notons Xi(i) := T-f, x 2 (i) := T\ et x 3 (i) := T\T 2 — T 3 . Nous avons 

Xl (i)x 2 (i) = (x 3 {i) + Tty = x 3 (i)x 4 (i) + if 

avec xa(ï) bien choisi. Nous avons donc 

P{xi{ï), x 2 (i), x 3 (i), x A {i)) e m* 2 . 

Supposons que nous ayons x\, x 2 , x 3 et xa tels que P{x\, x 2 , x 3 , X4) = 0, alors 
deux cas peuvent se produire : 

(1) soit x 3 — x 3 (i) G m !+1 . Alors x 3 est irréductible. En effet, supposons le contraire, 
c'est-à-dire qu'il existe a: et y tels que xy — x 3 . Alors xy — x 3 (i) G m î+1 , ce qui est 
impossible. En effet, d'après le lemme 5.2 dont nous donnons la preuve à la fin, la 
fonction de Artin du polynôme XY — x 3 (i) vaut i, et cela impliquerait que x 3 (i) 
est réductible, ce qui est clairement faux. Donc soit X\ G (213), soit x 2 G (x 3 ) car 
(x 3 ) est irréductible et On est factoriel. Or 

sup (ord(a;i(i) - fx 3 )) = sup (ord(ar 2 (i) - fx 3 )) = i 
feo N feo N 

car x\{i) — fx 3 = x\{i) — fx 3 (i) modulo m* et ce dernier terme est non nul modulo 
m 1 , le terme initial de x\(i) n'étant pas divisible par T\T 2 (idem pour x 2 (i)). 

(2) soit ord(a;3 — x 3 (i)) < i. 
Dans tous les cas nous avons 

sup ^ mm 4 ( 0T d(x } (i) — Xj))^ <i 

où la borne supérieure est prise sur tous les 4-uplets (xi, x 2 , x 3 , X4) tels que 
P(x\, x 2 , x 3 , X4,) = 0. La fonction de Artin de P est donc minorée par la fonc- 
tion i ► i 2 — 1. □ 

Nous donnons maintenant la preuve du lemme utilisé : 

Lemme 5.2. La fonction de Artin du polynôme XY — x 3 (i) G On[X, Y] est la 
fonction constante égale à i. 

Preuve : Soient x et y dans On, non inversibles, tels que xy — x 3 (i) G m î+1 . 
Ecrivons 

i+1 i+1 

où xj (resp. yj) est le terme homogène d'ordre j dans l'écriture de x (resp. de y). 
Quitte à intervertir x et y, nous avons nécessairement xi = aT\ et yi = aT x T 2 . 
Nous allons montrer par induction, que pour tout j G {1, i — 2}, Xj G (Ti) et 
Uj G (T 2 ). Supposons que ceci soit vrai pour j G {1, n — 1} avec n < i — 1. Le 
terme homogène d'ordre n + 1 de xy est nul car n + 1 < i. Nous avons alors 

n-l 

aTiy n + a~ 1 T 2 x n + ^ x jVn+i-] = 
i=2 
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Par hypothèse de récurrence, X^j=2 x jVn+i-j G (T\T 2 ). Par factorialité de On, 

nous voyons donc que y n G (T 2 ) et x n G (îi). 

Le terme homogène d'ordre z de est donc égal à 

i-2 

aTiyj_i + a _1 T 2 a; i _i + 

J'=2 

Or ce terme appartient à l'idéal engendré par T\ et T 2 . Il ne peut donc pas être 
égal à T3. Il n'existe donc pas de tels x et y, d'où le résultat. □ 

6. Fonction de Artin d'un monôme 

Nous allons utiliser ici les résultats précédents pour montrer que la fonction 
de Artin de certains polynômes, en particulier des monômes, est bornée par une 
fonction affine, dans le cas où l'anneau de base est réduit ou analytiquement irré- 
ductible. Nous avons tout d'abord le résultat suivant qui est un corollaire direct de 
la proposition 4.3 : 

Corollaire 6.1. Soit 

g(X,Y, Zj) :=XY + ^fjZj 

avec I = (/1, f p ) un idéal propre de A nœthérien tel que A/I soit analytiquement 
irréductible. Alors g admet une fonction de Artin majorée par une fonction affine. 

Nous donnons ensuite une généralisation du corollaire 6.1 : 

Théorème 6.2. Soient A un anneau local nœthérien et I = (fj) un idéal de A tels 
que A/I soit analytiquement irréductible ou tels que A/I soit réduit et A vérifie la 
PA. Alors tout polynôme à coefficients dans A de la forme 7111=1 ^fe fc +Sj=i fjZj 
admet une fonction de Artin majorée par une fonction linéaire. 

Remarque 6. Le théorème précédent est vrai en particulier pour un monôme 
vu comme polynôme à coefficients dans un anneau analytiquement irréductible ou 
réduit et vérifiant la PA. 

Preuve : Notons g(X k , Zj) = /flLi + £* =1 fjZj. 

Première étape : Nous allons d'abord nous ramener au cas où I = (0), c'est-à-dire 
au cas où g est un monôme. Nous notons g(Xk) le polynôme / 111=1 k e A/I[Xk] 
et supposons que ce polynôme admette une fonction de Artin bornée par une fonc- 
tion affine a 1 — ► ai + b. Soient x\,..., x r , Zi,..., z p tels que g(xk, Zj) G m î+1 . 
Alors g(xk) G m' +1 et donc il existe Xk G A tel que g{xk) = dans A/I et 
Xk — Xk G m~5~. Donc il existe des z'j tels que /rife=i ^l- fc = fj z 'j dans A. D'où 
12j fj( z j + z 'j) S tn - s - et d'après Artin-Rees (théorème 3.1) il existe des tj tels que 
J2j fjtj = et tj — (zj + z'j) G m"^ - * où io ne dépend que de /. Nous posons 
alors Zj = tj — z'j pour tout j. Nous avons alors g{xk, Zj) = 0, et Xk — Xk G m~~^~ 

et Zj — Zj G m^~~ l ° pour tous k et j. Il nous suffit donc de montrer que g admet 
une fonction de Artin bornée par une fonction affine. 



Deuxième étape : Nous allons nous ramener au cas où / = 1. Nous avons 
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fYïk=i x k k = si et seulement si Ilfe=i ^fc* e (C) : f)- ® e P ms s ^ nous avons 
fYïk=i x k k e mî+1 j alors d'après Artin-Rees, il existe io qui ne dépend que de 
((0) : /), tel que 111=1 x k k e (W : /)m î_î0+1 - Donc montrer que le polynôme 
/rifc=i^fe fc e ^[Afc] admet une fonction de Artin bornée par une fonction affine 
revient à montrer que Ylk=i -^-k k e : f)\Xk} admet une fonction de Artin 

bornée par une fonction affine. 

Nous pouvons remarquer que si A est réduit et si x k G ((0) : (/)) alors fx = et 
donc xf = et x € ((0) : /), d'où ((0) : /) est radical et A/((Q) : f) est réduit. 
De même nous pouvons remarquer que si A est analytiquement irréductible alors 
A est intègre et donc ((0) : /) = (0). Donc A/((0) : /) = A est analytiquement 
irréductible. 



Troisième étape : Nous allons traiter le cas où A/I est analytiquement irré- 
ductible. Supposons que / = 1 et I — (0). Soit i G N et soient x±, x r tels que 
g{xk) G m* +1 . Alors nous avons 

vi{i\x n k *)>i+i 

fe=l 

et a ^/(n^) + iT« r )j +b>i + l 

où a et b sont les constantes d'une ICL vérifiée par /. Par récurrence sur r il existe 
ko G {1, r} tel que 



y 



pour a' et 6' des constantes indépendantes des Xk et de i et où [c\ est la partie 
entière de c. Ensuite si ^/(x n ) > 



i-b' 



+ 1, alors par récurrence sur n nous avons 
i-b" j 



i/j(a;) > 

pour a" et 6" des constantes indépendantes de a; et de i. Il suffit alors de poser 

1 _ h -6 " i+i 

Xk = et Xk = Xk pour k ^ ko- Nous avons alors g(xk) — et Xk — Xk G mL a " J 
Donc le théorème est prouvé pour A/I analytiquement irréductible. 



Quatrième étape : Nous allons montrer qu'il suffit, dans le cas où A est ré- 
duit et vérifie la PA, de montrer le résultat pour A complet nœthérien et régulier 
et I radical. Cela découle des lemmes 2.1 et 2.2, et du lemme suivant : 

Lemme 6.3. ([11], section 4) Soit A un anneau local réduit nœthérien vérifiant 
la PA. Alors A (le complété de A pour la topologie m-adique) est réduit. 

Dernière étape : Supposons maintenant que A est complet, nœthérien et 
régulier et I radical et soient i € N et x\, x r , z\, z p fixés tels que g(xk, Zj) G 
m l+1 . Soit 

/ = Pi n • • • n P q 

la décomposition primaire de I avec les Pj premiers. Alors nous avons 

r 

Y[x n k k e P 1 n...nP q + m' +1 . 
k=i 
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Donc pour tout j, Y\ r k=1 x\ k G Pj + m î+1 . Donc d'après ce qui précède, il existe fc 
tel que Xk G Pj + mL^^J +1 avec c et d des constantes qui ne dépendent que des 
Pj. Fixons k G {1, r}. Notons Jk l'ensemble des j tel que Xk G Pj ■ + tn 
Si Jk = 0, nous posons alors Xk = Xk- Dans le cas contraire, pour tout j G Jk, 

où les pj t i (quand l parcourt l'ensemble Hj) engendrent Pj et m,k,j G mL - ^^ 1 
pour tout j. Soit lj 1 ,j 2 la forme linéaire 

hi,h( x h,U x h,l') '■= y~] Pji,l x ji,l ~ ^2 Ph,i' x h,i' ■ 
ieH jl i'eHj 2 

Nous avons lj 1 ,j 2 (%j 1 ,i, x j2,i') ^ m 

pour tout ji et j% dans Jk- D'après le 
théorème 3.1, pour tous j G Jk et pour tout l G Hj, il existe donc des Xj t i G 

Lz*L I +i 

Xj t i + mL <= J tels que : 

hi-j2^ x ji,U x 32-i') = pour tout ji, j2 G >/fe, tout Z G -ffj-i et tout Z' G Hj 2 , 

avec c' et ci' des constantes qui ne dépendent que des Pj. Nous notons alors Xk = 
'52Pj 1 ,iXj ly i et d'après ce qui précède 

Vfc x k G p| Pj n (a* +m^J +1 ) . 
\jeJk J 

Comme Ufe Jk — {1, r}, nous avons 

k=l k=l 

Donc il existe des z* tels que nfc=i^fe fe + Sj=i fj z j = " ou encore 

v 



i-d" I | ! 

Donc, d'après le lemme d'Artin-Rees, il existe des Sj G mL c " J tels que fj( z j~ 
Zj + Sj) = 0, où c" et d" ne dépendent que des Pj et de /. Nous posons alors 
~Zj = Zj — Sj pour tout j. Nous avons donc 

fe=i i=i 

et 

I *~f," I +i 

Vj Vfc, xk — xk, Zj — Zj € mi c J . □ 

Exemple 6.4. Soit / un germe de fonction de Nash (resp. de fonction holomor- 
phe). Alors si / = gh avec g et h deux séries formelles non inversibles alors / peut 
s'écrire comme le produit de deux germes de fonctions de Nash (resp. de deux fonc- 
tions holomorphes) non inversibles. 
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A := — ' 2/-1 ]' r^i \ avec k un corps de caractéristique nulle. 



Exemple 6.5. Il est en général faux que XY admette une fonction de Artin. 
Considérons par exemple l'anneau 

kpjj T 2\(T 1 ,T 2 ) 

T 2 - T|(l + T 2 ) 

A est irréductible mais pas analytiquement irréductible. Nous avons la relation 
Ti - T 2 2 (l + T 2 ) = (Ti - T 2 VT+T^)(T 1 + T 2 ^/ Y+T 2 ) o ù Jï+T 2 est une des deux 
séries formelles dont le carré vaut 1 + T 2 . Soit (VI + T 2 ) n la série VI + ^2 tronquée 
à l'ordre n. Nous avons 

ord((Vl + r 2 ) -y/l + T^j=n+l. 

Regardons le polynôme g(X, Y, Z) = XY - (Tf - T 2 2 (l + T 2 ))Z de l'anneau 
fi, T 2 ] {TuT2) [X, Y, Z]. Posons 

Ti (T - T 2 f y/1 + T 2 ) ),y n = T 1 + T 2 (y/ï+T^) etz = T 1 . 



Nous avons x n y n — (T 2 — T 2 2 (l + T 2 ))z e m™+ 4 pour tout entier n > 1. Or x n £ 
(Tf - T 2 2 (l + T 2 )) + m 3 et y n <£ (T? - T 2 2 (l + T 2 )) + m 2 . Donc il n'existe pas de 
solution de g "proche" de (x n , y n , z) pour la topologie m-adique. 

La preuve précédente est constructive, dans le sens où l'on peut donner une 
expression d'une fonction affine bornant la fonction de Artin de g en terme de 
coefficients apparaissant dans des ICL et de coefficients pour lesquels le lemme 
d'Artin-Rees est vérifié pour des idéaux dépendants de I. Néanmoins ces bornes 
peuvent être améliorées à l'aide d'un théorème dû à D. Rees. Nous donnons un 
exemple ci-dessous. 

6.1. Bornes explicites. Nous allons donner ici deux majorations affines de la 
fonction de Artin du polynôme X n + . fjZj : l'une à l'aide du théorème d'Izumi 
et l'autre à l'aide d'un théorème de Rees (cf. théorème 6.7). 

Lemme 6.6. Soient A un anneau local nœthérien complet et I un idéal radical 
de A engendré par fi, f p . Soit g(X, Z/) := X n + J2j fjZj- Alors g admet une 
fonction de Artin majorée par 

i .— » (2a) Lln2( " )J+1 (i + i P + tj) + 6(1 + 2a + ■ ■ ■ + (2a) Lln2(rl)J ) 

où a et b sont les plus petites constantes d'une ICL vérifiée par tous les idéaux pre- 
miers associés à I, ip est la plus petite constante pour laquelle le lemme dArtin- 
Rees est vérifié pour les idéaux engendré par deux idéaux premiers associés à I et 
il est la plus petite constante pour laquelle le lemme dArtin-Rees est vérifié pour 
I (c'est-à-dire I r\m t+tI C Im l ). 

Preuve : Soient x et des Zj tels que 



x n + ^2f jZ: j e m (2a)L ' n2 ' " " ,H ' ; ' : : " ' 12,1 ' ' 



3 

Soit 

/ = Pi n • • • n P r 

la décomposition primaire de / avec les P; premiers. Alors 

vp,(x n ) > (2a)L ln2 (")J +1 (î + i P + ij) + 6(1 + 2a + ■ ■ ■ + (2a)^ n ^) + 1 



20 



GUILLAUME ROND 



pour tout l. 

Nous pouvons construire la suite suivante par récurrence (où no = n) : 

Si nk est pair on pose nu+i = -^r, sinon on pose n^+i = " fc 2 +1 . Ecrivons n^ et rik+i 

en base 2 : 

n k = a + ai2 + • • • + a. q - X ^ q ~ X + 2 q (q = |> 2 N0J) 
n fc+ i = A) + + • • • + /V12 9 - 1 + l3 q 2i 
avec les Qj et les fij dans {0, 1}. 

Si ao = 0, alors [3 q = et = 1. Si ao = ai = ■ ■ ■ = a g _i = 1 alors (3o = 0i = 
■ ■ ■ = fi q -i = et (3 q = 1. Si l'un des ay, pour < j < ç — 1, est nul, alors (3 q = 0. 
Si ao = ai = • • • = a 9 _i = alors (3q = /3\ = ■ ■ ■ = (3 q -2 = et (3 q -i = 1. Nous 
voyons donc, si q = [ln2(n)J , que n q = 1 ou n q+ i = 1. 
Donc, d'après les hypothèses, nous avons 

v Pl {x ni ) > (2a) Lln2( " )J (i + zp + i/) + 6(l + 2a+--- + (2a)L ln ^™)J- 1 ) + l . 

Par induction nous avons alors 

v Pl {x) > i + i P + ii + 1 . 

Il existe donc des xij tels que x — *£2jPi,j%i,j G m ' t+ ' tp+ ''' +1 où les pij engen- 
drent Pi. D'après la dernière étape de la preuve du théorème 6.2, il existe donc 

xe (Pi n...nP r )n (x + m l+li+1 ). 

Il existe alors des z* tels que x — J2 3 fj z j et a; — J2j fj z j *= m l+lI+1 . Notons 
x n = J^j fj z j* avec les z** dans A. Nous avons alors f^j fj( z j + Z T^ e m i+il+1 
et il existe alors des tj G zj + z** + m î+1 tels que • fjtj — 0. On pose alors 
Zj = tj — z**. Nous avons bien g(x, Zj) = et x — x e m î+1 et zj — Zj G m î+1 pour 
tout j. □ 

Nous voyons ici que le coefficient A de la fonction i — ► Xi + c décrite ci-dessus 
est de la forme n c pour une constante c > 1. Il est possible dans ce cas d'améliorer 
cette borne à l'aide du théorème suivant : 



Théorème 6.7. [16] Soit A un anneau local et nœthérien et I un idéal de A tel 
que A/I est non ramifié. Alors, pour tout x dans A, la limite lim„ 



existe et 



est égale à la limite supérieure de cette suite. Notons vj la jonction définie par 

n n 

Il existe alors une constante c > telle que 

Vx e A, vi(x) < Vi(x) < vi(x) + c. 

Pour un entier c nous notons \c] sa partie entière supérieure, c'est-à-dire \c] = c 
si c est entier et \c] = [c\ + 1 si c n'est pas entier. Nous pouvons alors déduire le 
lemme suivant 

Lemme 6.8. Soit A un anneau local nœthérien complet et I un idéal radical de A 
engendré par fi, f p . Soit g(X, Zj) := X n + ^2j fjZj- Alors g admet une fonction 
de Artin majorée par la fonction 



+ nc < i + ij + n(c + 1) 
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où c est la plus petite constante telle que Vx e A, vi{x) < vj(x) + c etii est la plus 
petite constante pour laquelle le lemme d'Artin-Rees est vérifié pour I (c'est-à-dire 
I n m i+il C Im l ). 

Preuve : Soient x et des Zj tels que 

3 

avec les notations du lemme. Alors 

^I^IkvAx) < vAx) + c 
n 

d'après le théorème de Rees. Or nous avons vi {x n ) > n + ne + 1, donc 

vi{x) > l 1 -^] + 1. Il existe alors des z* tels que x - J2j fj z j e ml" J;rL l +1 , c'est- 
à-dire x — J2j fj z j + 6 avec £ e ml" - ^^ 1 . D'où x n = J2j fjRj( z j' £ ) + e ™ avec 
Rj des polynômes en p + 1 variables. D'où J2j fj( z j + Rj( z j> £ )) *= m î+ÎJ+1 et il 
existe alors des tj G zj + Rj(z*, e) + m t+1 tels que J2j fjtj = 0- O n P ose alors 
z j =t j -R j (z*,s)etx = j: j f j z*. □ 

Nous allons maintenant utiliser ce dernier lemme pour obtenir des déterminations 
explicites de clôtures intégrales approchées d'idéaux. 

7. Application à des déterminations explicites de clôtures intégrales 

approchées d'idéaux 

7.1. Clôture intégrale approchée d'un idéal. Nous commençons tout d'abord 
par rappeler certains résultats connus. Si / est un idéal d'un anneau A intègre, 
nous notons I sa clôture intégrale. Il est bien connu (voir par exemple [5]) que 
/ C / C \fï. En particulier si / est radical alors 1 = 1. D'autre part si A est 
principal, alors 1 = 1. 

D. Delfino et I. Swanson ont montré le théorème suivant qui est une généralisation 
d'un théorème de Rees [17] : 

Théorème 7.1. [4] Soit (A, m) un anneau local nœthérien excellent. Soit I un 
idéal de A. Alors il existe a et b des entiers tels que 

I + m ai+b c 7 + m 1 Vi e N 

ou encore J + m'C 7 + mL~-l \/i G N. 

Pour prouver ce théorème, D. Delfino et I. Swanson se ramènent au cas où / est 
principal et A complet et normal. Dans ce cas elles montrent que tout élément de 
/ + m* vérifie une relation de la forme 

•V" + X n -^ 9j X ltj + ■■■+ 9n-9j n X n , h ,..., jn € mLtJ 

3 jl<---<jn 

où n et l sont indépendants de l'élément choisi et de l'entier i. Ensuite elles mon- 
trent, toujours sous les mêmes hypothèses (/ principal et A complet et normal), 
que le polynôme précédent admet une fonction de Artin majorée par une fonction 
affine (théorème 3.10 de [4]). 

Nous allons donner dans cette partie une généralisation du théorème 3.10 de [4]. 
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L'intérêt de notre preuve vient du fait que celle-ci est constructive et permet 
d'obtenir des bornes explicites en termes de coefficients apparaissant dans certaines 
ICL. 

7.2. Généralisation d'un résultat de Delflno et Swanson. En utilisant le 
lemme 6.8, nous allons donc donner deux propositions qui généralisent le théorème 
3.10 de [4] : 

Proposition 7.2. Soit 

9{ x , Xij,..., X n>jlt ... t j n , li,..., Y q ) := X n + X n ~ x ^ 9jXij H 

3 

q 

+ Y. 9h-9j n X n j 1 ,...j n +^2fiY l 

jl<-<jn 1=1 

avec les gj et les fi dans A, local complet nœthérien, tels que I = (//) + (gj) soit 
radical. Alors g admet une fonction de Artin majorée par la fonction 

i i — ► i + ii + n(c + 1) 

où c est la plus petite constante telle que Vx G A, Vj(x) < vi(x) + c, et ii est la plus 
petite constante pour laquelle le lemme dArtin-Rees est vérifié pour I (c'est-à-dire 
I n m i+il C Im l ). 



Preuve : Soient (x, x±j, x n j li ...j n , y±, y q ) G A tels que 
g(x, xij,..., x ndu ... dn , yi) G m l+lI+n(c+1) . 

Posons 

j2>j jn>--->j2>j 

Alors nous avons 

x n + ^29jtj + ^2fiVi = g(x, x ltj ,..., x nJu ... Jn , y) . 

3 l 

D'après la preuve du lemme 6.8, il existe x G x + rn î+îI+1 tel que x G /. Nous 
pouvons écrire x = J2j 9j x j + J2i fl z l- Nous avons alors 

g(x, x ltj , x ntju ... tjn , yi) G m l+lI+1 . 

D'où 

9jl-"9jn [ X n,ji,...,j n ^ hjl,---,jn{ X l,j> •••> X n-l,j' 1 ,...,j' n _ 1 > X j) S ) + 

jl<---<jn 

i 

avec ti = yi + t ; *(xj, z{) et hj l! ...j n polynomiale à coefficients dans A. D'après Artin- 
Rees, il existe alors (ïi, t q ) G (ti, t q ) + m î+1 et 

tjl, — ,jn ^ X n,jl,...,jn + hjl,...,jn{ X l,jl ■"! X n-l,j' 1 ,...,j' n _ 1 l X j) + m + 

tels que J2 n <--<j n 9., •••'/.. tj, + J2i ffil = 0. Posons alors 

x i,h,...,ji = x i,ji,-,ji P our tout i < n 
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et 

x n,j 1 ,...,j n = tji,...,j n ~ hj 1 ,...,j n {xi ! j, •••i%n—l,j' 1 ,...,j' n _ 1 i x j) ■ 

Nous avons Xij ll ...j f — Xij 1 ....j i G m î+1 pour tout i et jk- Posons y l —U — t* pour 
tout l. Nous avons donc y l — yi G m i+1 et x — x G m t+1 . De plus il est clair que 
9(x,Xj,yi) = 0. □ 

Proposition 7.3. Soit 

q 

g(X, X u X n , Y l , Y q ) =X n + f t X n ~ 1 X 1 + ■■■ + f nt X n + £ f x Y x 

1=1 

avec les fj et f dans A, local complet nœthérien, tels que ((fj) : /) = (fj) et 
I := (/, fj) soit radical, et soit t un entier strictement positif. Alors g admet une 
fonction de Artin majorée par 

i — > i + + tij n + tn(c + 1) 

où c est la plus petite constante telle que Vx G A, Vi(x) < fi(x)+c, et ij n est la plus 
petite constante pour laquelle le lemme dArtin-Rees est vérifié pour J n = (/", (fj)) 
(c'est-à-dire J n H m î+ÎJ " C J n m l ) et ii est la plus petite constante pour laquelle le 
lemme dArtin-Rees est vérifié pour I . 

Preuve : Notons / := (/, fi). Soit i un entier positif. Soient x, des Xj et des yk 
tels que 

g(x, i J ,^)€ra ,+i ' +t! ''» +ta < c+1 » +1 . 

Supposons tout d'abord qu'il existe x et des Xj tels que x — x, Xj — Xj G m l+lI+1 
pour tout j, et âf l + f t x n ^ 1 xi + • • • + f nt x n G (/;). Il existe alors des t\ tels que 
_„ + /ts n-i- + . . . + fnt Wn = ^ /,*,. Nous avons alors J2i Mw+tl) e m i+i ' +1 . Il 
existe alors des z; G yi + ti+m' l+1 tels que J2i fl z l = 0. Nous posons alors y t — zi — ti. 
Nous avons y l — yi G m I+1 pour tout l et g(x, Xj, y t ) = 0. Nous pouvons donc sup- 
poser que (//) = (0). 

Supposons alors (//) = (0). Alors, comme dans la preuve de la proposition précé- 
dente, il existe x G / tel que nous ayons x = x modulo m î + tî ./r 1 +™(*- 1 )( c + 1 )+ 1 . Donc 
nous avons 

x = fx' + El 

avec E X G m i+i/+*O n +n(t-l)(c+l)+l_ Noug avong alorg 

f n X ' n + f t+n - 1 X ,n - 1 X 1 + ■■■ + f nt X n G m i+i/+«Jn+"(*-l)(c+l)+l. 

D'OÙ 

/" (x' n + /*-V"-V + • • • + / n( * _1) a; n ) G m l+lI+tlJ ~ +n{t - 1)(c+1)+1 . 

Donc nous avons x ,n + f t - 1 x' n ~ 1 x 1 + - ■ ■ + f n(t ~ 1) x n G m *+^+(t-i)^n+«(*-i)(c+i)+i ) 
car ((0) : /) = (0). 

On obtient le résultat par récurrence sur t, car pour t — le polynôme est lisse 
en tout point (le coefficient de x n est égal à 1). □ 
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7.3. Exemple effectif. Cet exemple est cité dans [4] mais incorrectement étudié 
car les auteurs utilisent un résultat de M. Lejeune-Jalabert uniquement valable pour 
A = k[[T]]. Pour étudier cet exemple, nous allons utiliser ici la proposition 7.3 et 
un résultat de Delfino et Swanson [4]. 

Soient a, t, N <E N tels que a > 2, t > 1 et N > 3 et k un corps contenant les 
racines a-ièmes de l'unité et de caractéristique ne divisant pas a. Notons 

k[[Ti,...,TW]] 
■ (Tf + .-.+T») ' 

Soit B = k[[Ti, T 2 ,..., Tjv-i]]. L'extension Frac(A) C Frac(B) est galoisienne et 
séparable et notons n — [Frac(j4) : Frac(S)]. L'entier n divise $(a), la fonction 
d'Euler de a, donc n < a. Nous utilisons alors le 

Lemme 7.4. [4] Soit (A, m) un anneau local complet normal nœthérien et soit f un 
élément non nul de A. Soit B = k[[f, /2, /n]} où (/, /2, /jv) esi un système de 
paramètres de A. Supposons que Frac(A) C Frac(B) est une extension galoisienne 
séparable et notons n = [Frac(A) : Frac(B)] . Alors tout élément de f l A + m* vérifie 
une équation de degré n sur j l A + mL~J 



Donc d'après le lemme précédent, tout élément de T\A + m 1 vérifie une équation 
de degré n sur T[A + mL~J . 

Soit x € A vérifiant une équation de degré n sur T\A + mL^J . Notons / l'idéal 

(Ti , T£ H h Tfr). Si N > 3, vi est une valuation car Gr m A/I est intègre. 

Si N > 3, l'idéal / étant homogène et radical, nous avons aussi c = 0. D'après le 
corollaire 4.8, nous avons ij n = a. 

Si N > 3, d'après le lemme 4.7, comme Xi et T% + ■ ■ ■ + Tpj forment une suite 
régulière, ij — a. 

Donc, d'après la proposition 7.3, il existe x G TfAn (x + mL^J -*(«+«) ^ _ n ous 
obtenons alors la 

Proposition 7.5. Soient o, t, iV G N ieZs ÇMe a > 2, t > 1 et N >3 et h un corps 
contenant les racines a-ièmes de l'unité et de caractéristique ne divisant pas a et 
A=^m- Alors 

(3) Vî g N* T{A + m 4 c + mL^J - t(a+n) 

où n = [Frac(A) : Frac(B)] . 
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